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Rezumat 
Această lucrare prezintă rezultatele numerice obţinute cu Metoda Reciprocităţii Duale 
la soluţionarea ecuaţilor de tip Poisson care se utilizează la calculul vitezelor şi 
temperaturilor în anumite puncte din interiorul unei conducte de secţiune eliptică prin 
care se deplasează un fluid în cazul convecţiei forţate a căldurii în regim laminar. 
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căldură, analiză numerică, metoda reciprocităţii duale. 
 
Abstract 
This paper presents the numerical results obtained through the Dual Reciprocity 
Method for solving. 
Poisson type equations which are used for calculus of velocity and temperature in 
certain points inside a circular duct with fluid flowing through, in the case of forced 
convective heat flow in the laminary regime. For validation of the results obtained with 
the Dual Reciprocity Method it was necessery to compare them with the analytical ones. 
 
Keywords: pipe, elliptical section, heat convection in the laminar regime , heat flow, 
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1. Introducere 
 
Menţionăm că sunt multe ecuaţii liniare şi parţial neliniare în diferite 

domenii ale ştiinţei şi ingineriei. Soluţia acestor ecuaţii se poate obţine prin diferite 
metode. În anii actuali studiul analitice ale ecuaţiilor liniare sau neliniare, au captivat 
atenţia unui număr mare de autori. Soluţiile analitice, numerice sau seminumerice ale 
ecuaţile liniare sau neliniare, sau ecuaţii parţial diferenţiale au fost studiate intens în 
anii recenţi. 

Metoda elementului de frontieră (MEFr) este o tehnică numerică de rezolvare a 
problemelor de frontieră reprezentate de ecuaţii diferenţiale, parţial diferenţiale şi are 
avantaje importante [1]. Un avantaj important al acestei metode este că înlocuieşte 
problema originală cu o ecuaţie integrală definită pe frontiera domeniului soluţiei. 
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În cazul ecuaţiei diferenţiale parţial omogene, MEFr necesită doar discretizrea 
pe domeniul de frontieră [3]. Dacă domeniul de smulare este un domeniu cu o curgere 
potenţială, ecuaţia cara guvernează este cunoscută ca fiind ecuaţia lui Laplace. 
Metoda elementului de frontieră permite calcularea soluţiei pentru formula integrală 
de a ecuaţiei Laplace prin discretizarea problemei de frontieră în elemente separate, 
fiecare conţinând un număr de noduri de colocaţie. 

Ecuaţia integrală de frontieră obţinută din ecuaţia Poisson are on domeniu de 
integrat. În MEFr au fost dezvoltate diferite metode pentru rezolvarea acestui domeniu 
integral. Aceste metode au în comun calea de integrare prin celule. Pentru soluţionarea 
acestei probeme a fost dezvoltata Metoda Reciprocităţii Duale (MRD) care evită 
integrarea pe celule aşa cum se procedează în cazul MEFr [3], [4]. 

 
2. Ecuaţia Navier-Stokes şi a energiei 
 
Ecuaţia Navier-Sokes şi a energiei se scriu într-o secţiune perpendiculară pe 

axa oz a conductei, utilizând sistemul cartezian de coordonate, astfel: 
 

 
 
în w este viteza fluidului după direcţia axei oz . Relaţia analitică a viteziei se 

scrie astfel [7] 
 

 
 
Vom considera frontiera  a elipsei ca fiind solidă şi impenetrabilă, ceea ce 

permite impunerea condiţiei Dirichlet  w  0 pe aceasta. 
Se demonstrează fără dificultate, că derivata normală a vitezei w are relaţia: 
 

 
 
iar pentru cosinusurile directoare avem relaţiile: 
 

 
Ecuaţia ecuaţia energiei, dacă vom nota cu T   Tw  T , se scrie sub forma: 
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în care în care Tw este temperatura frontierei solide, iar T este temperatura 

fluidului. Din cele precizate se deduce simplu că poate impune condiţia T* 0 pe 
frontiera  a elipsei. 

 
Ecuaţiile de tip Poisson (1) şi (5) se soluţionează numeric utilizând MRD  

utilizând condiţii Dirichlet astfel: w  0 şi T  0 pe frontiera  a elipsei. Valorile 
vitezei w se determină în fiecare punct stabilit în domeniul de analiză, prin 
soluţionarea ecuaţiei (2) cu MRD. 

 
3. Metoda Reciprocităţii Duale 
 
Elementele de bază ale acetei metode sunt prezentate în referinţele [2], [3], 

[4], pentru ecuaţii de forma: 
 

 
 
în care avem b  const. 

Soluţia u a ecuaţiei (6) este dată de soluţia u~ a ecuaţiei lui Laplace şi o soluţie 
particulară, astfel: 

 

 
 
Dacă ţinem seama de relaţiile (6) şi (7) vom obţine că: 
 

 
  
MRD presupune utilizarea unei serii limitate soluţiei particulare dată de 

funcţia globală û. În conformitate cu [3], [4] pentru b se propune utilizarea următoarei 
extensii: 

 

 
 
unde  j sunt iniţial necunoscute şi F j este funcţia asociată punctului j . 

Soluţia particulară pentru F j  r se poate obţine utilizând referinţele [2], [3] în 
care se precizează că: 

 

 
 
în care û are forma: 
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Funcţia de distanţă r poate să fie interpretată ca un element component al 

seriei de puteri, iar F se scrie sub următoarea formă generală: 
 

 
  
Ecuaţia (10) poate să fie extinsă la diferite puncte j , rezultând ecuaţia: 
 

 
 
Partea dreaptă a ecuaţiei (13) este o matrice de dimensiunea (N  L)  (N  L), 

iar vectorul coloană F j are dimensiunea (N  L) pentru fiecare nod. Menţionăm că 
fiecare  elementul al matricei F se obţine astfel: 

 

 
Dacă ţinem seama de cele precizate, scrie următoarea relaţie: 
 

 
 
unde bi este valoarea funcţiei b în nodul i. Acum, dacă vom ţine seama de 

ecuaţia matriceală: 
 

 
 
se pot calcula elementele vectorului α dacă funcţia b(x, y) este cunoscută. 

Acum vom multiplica ecuaţia (9) cu α şi se obţine: 
 

 
 
Această relaţie reprezintă ecuaţia de bază pentru MRD. Dacă utilizăm tehnica 

elementului de frontieră ecuaţiei (17) şi multiplicăm cu soluţia fundamentală

 și integrăm prin părţi , vom obţine: 
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După discretizarea frontierei se obţine următoarea ecuaţie: 
 

 
 
în care H şi G sunt notaţiile uzuale, respectiv 

 
Menţionez că: funcţia F , soluţia particulară û, derivata normală q̂ a soluţiei 

particulare au în conformitate cu [2], [3], [4], următoarele relaţii: 
 

 
  

 
 
unde x , y sunt două componente ale funcţiei de distanţă r : 
 

 
 
În ecuaţia (19) coeficienţii  ci sunt incorporaţi în coeficienţii H ii de pe 

diagonala principală a matricei H , iar din acest motiv se calculează doar H ii cu 
relaţia: 

 

 
 
Ecuaţia(19 ) se scrie şi sub următoarea formă matriceală: 
 

 
 
4. Rezultate numerice 
 
Rezultatele numerice s-au obţinut în cazul convecţiei forţate a căldurii in 

regim laminar  într-o conductă de secţiune eliptică cu axa mare a = 0.05m şi axa mică 
b = 0.045m. Menţionăm că în ecuaţia (1) vom considera dp / dz 83.6m-1 s -1 şi în 
ecuaţia (5) difuzivitatea termică este a  1,34210-9 m2 \ s , iar dTm / dz  0.047oC / m. 
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Rezultatele numerice au fost obţinute cu ajutorul programelor: DISCPE.FOR, 
DRMVTE.FOR, DRMTEE.FOR. Primul program realizează discretizarea frontierei 
solide  într-un număr finit N noduri şi NE de elemente liniare, de asemenea 
determină coordonatele celor L puncte din interiorul domeniului de analiză . 
Programul doi soluţionează cele L valori ale vitezei w şi N valori ale derivatei 
normale a vitezei, iar programul trei soluţionează cele L valori ale temperaturii T* şi 
cele N valori ale derivatei normale ale lui T*. Programele CAVICE.FOR şi 
DNAVICE.FOR calculează vitezele analitice şi derivatele normale ale acestora. 

Valorile obţinute in tabelul 1 sunt obţinute pentru  cazul: numărul de noduri 
N  18 , numărul elementelor de frontieră NE  18, iar numărul punctelor din 
interiorul domenilui de analiză este L 91. 

  
Tabel 1.  

Rezultate analitice şi numerice pentru derivatele normale ale vitezei w şi temperaturii T* 
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Tabelul 2. 

Rezultate obţinute cu DRM pentru viteze, temperaturi şi derivate normale, pentru F  1  r 
 

 
 
5. Concluzii 
 
Rezultatele numerice obţinute cu MRD, care sunt centralizate în tabelul 2, 

sunt foarte bune având în vedere că erorile relative absolute  w ale vitezelor sunt mai 

mici de 0,40 [%] şi derivatelor normale ale acestora au eroarea  dnw dată în procente 

în intervalul [0,84;2,27] cu observaţia că valoarea mai mică este pentru N  30  şi        
L  151. 
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